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Soit G un groupe fini. L’anneau de groupe ZG sur I’anneau des entiers 
est un anneau associatif. 11 serait t&s difficile de caracteriser un anneau asso- 
ciatif A comme I’anneau de groupe d’un groupe fini. (Probleme I de Brauer 
[3]). Si I’on pose des structures additionnelles ce serait facile (e.g. structure 
d’algebres de Hopf [7]). Dans ce petit memoire, je proposerai une structure 
d’anneaux de Hilbert. 
Soient G, H deux groupes finis tels que ses anneaux de groupes sont 
isomorphes ZG I! ZH. On se demande si G ‘v H (Probkme 2 de Brauer [3]). 
Aussi on peut repondre a ce probleme si I’on pose des structures additionnelles 
(e.g. structure d’algebres de Hopf, structure d’algebres involutives [I], [2]). 
Je repondrai a ce probleme avec une structure d’anneaux de Hilbert. 
1. ANNEAUX TORDUS DE GROUPE 
Soit G un groupe fini. Soit c E Z’ (G, { +I}) i.e. uric fonction de deux 
variables sur G a valeurs 1 ou - 1 verifiant, pour tous CC, y, u” E G, 
c) 
\C(X, 1) = c(l,y) = 1 
1c(y, z) c(xy, 2) c(x, yz) c(x, y) = 1. 
lkrivons 1 pour la fonction constante: c(x, y) = 1. On dit que c1 N ca 
(homologue) s’il existe une fonction d d’une variable sur G a valeurs 1 ou 
- 1 telle que, pour tous X, y  E G, 
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Definissons l’anneau tordu de groupe Z[G, c] de G par rapport g un 
c E Zr(G, (I I}) comme suit: 
I1 possedc une Z-hasc U,(X E G). filultiplications parmis les U, sont definies 
par 
u,u, :- c(x, Y) u,,, . 
Par la condition c), Z[G, c] devient un anneau associatif ayant un element 
unite 1 em: u1 . De plus, tout Clement u, est inversible: 
UP.c ’ 7 c(s, A-‘) UL -=: I ou --- I . 
Par exemple 
Z[G, I] Y ZG 
est l’anneau de groupe et si ci N c2 on a 
Z[G, cl] Y Z[G, cg]. 
Le theoreme de Schur-Zassenhauss ([5], [S]) dit que si l’ordre du groupe 
#G est impair, tout c E Z1 (G, (6-l)) est homologue 5 1, d’ou 
Z[G, c] ‘v ZG. 
Par contre, si l’ordre #G est pair, on a des anneaux tordus de groupes 
non isomorphes B aucun anneau de groupe. E.g. soit G == {I, X} un groupe 
d’ordre 2. Definissons un c E ZL (G, {-t I >) par 
r(l, 1) = c(r, 1) 2 c(l, 3) = 1 
c(x, s) -= --1. 
Alors,Z[G,c]=Z+Z2/-I (- 1 ‘anncau des entiers de Gauss) C@ ZG. 
2. ANNEAUX IX HILBERT 
La notion d’anneaux de Hilbert a l’origine dans l’analyse fonctionelle (voir, 
e.g., [4, 61). Nous allons adapter la definition simplifiee suivante (notamment 
on ne suppose pas d’existence d’une involution). 
Un anneau associatif A ayant un Clement unite 1 est dit un anneau de 
Hilbert si 
a) 11 existe un produit scalaire i.e. une fonction bilineaire symetrique 
(, ) B valeurs dans Z, verifiant (a, a} 3 0 et (a, a) = 0 si et seulement si 
a’= 0, si l’on pose Ij a 11 = d(a, a) ‘-.i 0, on ait 
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b) 11 existe une base orthonormale finie i.e. une Z-base (Us,..., u,} 
telle que 
Done A est un Z-module libre de rang n. 
PROPOSITION 1. Soit Z[G, c] I’anneau tordu de gvoupe d’un groupe $ni G 
par rapport ir un c E P(G, {II}). IZ existe une stYuctwe, dite canonique, 
d’anneaux de Hilbert SW Z[G, c] telle que u,(x E G) ferment une base ortho- 
normale d’&ments inversibles. 
Preuve. Pour 
dkfinissons un produit scalaire par 
On a, (a, ai = Cz (Y,~ 3 0, (a, a) = O*a = 0 et (I, 1) = 1. Soit 
ii a 11 < 1 i.e. jl alI2 = (a, a) < 1. Si a # 0, on a (a, a) = Cz 01~~ = 1 d’oti 
il existe un x E G tel que a = OI,U, et ac = 1 ou - 1. Done, pour tout 
b = C, P,p, E ZIG cl, 




(4 ab) = C(4Ax, y))” = C P,” = (b, b) 
I, I/ 
Par definition on a 
I/ ab II < Ii b II. 
3. UNE CARACTI~RISATION D'.~NNEAUX ~0RDus DE G~0upEs 
PROPOSITION 2. Soit A un anneau de Hilbert ayant une base orthonormale 
d’e’liments invevsibles. Alors, il existe un groupe jini G et un c E Zl(G, {&I>) 
tels que 
A N ZIG, c]. 
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Done si n = Z-rang de A est impair, on a une caracttkisation d’anneaux de 
groupes (voir la $n de $1): 
AzZ,G. 
Preuve. Soit {U1 ,..., u,] une base orthonormale d’C1Cments inversibles. 
Posons 
Bcrivons 
U(il) : (a E d ~ II a ‘1 = I>. 
oli E z. 
Si a E F(,4), on a (a, a) = xi (~~2 == 1 d’oil il existe un i, 1 :::i i ,< n, tel que 
a=oliuiotioli-IOU-I. 
Par dkfinition, (ui , IL?> =: 1; u, 1,2 = 1 done 
U(A) = {&ui / 1 --< i < n.}. 
En particulier, tout a E (i(A) est inversible. 
DCmontrons que U(A) est un groupe. En fait, si a, 6 E U(A), ab est 
inversible done nb # 0 i.e. 11 ab 1~ ‘2 I. Or par l’axiome a), 
l.c., 
U(A) est un ensemble fini, done U(A) est un groupe d’ordre 2n. 
En particulier, il contient I’ClCment unit& 1 et - 1. { rJI1) est un sous-groupe 
dans le centre de U(A). 
Posons, 
G = U(A)/{&l:. 
C’est un groupe fini d’ordre n. Ecrivons 
si l’image canonique de ui dans G est x. DCfinissons 
c 6 -=(G, CkW par uguy = c(x, y) u,~ pour x, y  E G. 
Alors on a 
A4 N Z[G, c]. 
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4. LE PROBLbME D’ISOMORPHISME 
PROPOSITION 3. Soient G, H deux groupes @is, ZG, ZH ses anneaux de 
groupes avec les structures canoniques d’anneaux de Hilbert (Prop. I). S’il 
existe un isomovphisme d’anneaux de Hilbert. 
ZG -;+ ZH, 
i.e., 
a lG = Il +(a):iH pour tout a E ZG, 
on a un isomorphisme de groupes G 1: H. 
Preuae. Utilisons les notations et des rksultats dans la preuve de la 
proposition 2, avec les suffixes G, H si nkcessaire. 
Soit x E G. On a 1~ qA(.x)‘i, = ~;.Y ‘JG == I d’oil 4(x) E U(ZH). Done on peut 
Ccrire 
c+(x) = E(S) $qx) 
Oh 
c(x) = 1 ou -1, Qqx) E IS. 
On a 
d(XY) = GY) &TY) = $44 T&Y) = 44 4Y) VW i(Y) 
i.e., 
d+Y) r= VW NY), 
l):G-tH 
est un homomorphisme de groupes. 
Soit z E I-I. On a 
I) (f-‘(Zl)il(; = II Z JIH = I, 
d’oil 
$- 12 _; x ou -ox 
i.e. 
i.e., $-‘(z) E G(ZG), 
avec x E G, 
TV-4 = 44 4(x) ZlVfX l/G(X) -= z. 
Done, # : G + H est une surjection. Or, 
#G = le Z-rang de ZG = le Z-rang de ZH = #H, 
4 est un isomorphisme. 
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